Sup PCSI1 - Exercices de physique Mouvement dans un champ de force centrale conservatif (CORRIGES)

Mouvement dans un champ de force centrale conservatif (CORRIGES)

1. Satellite circulaire :
Application directe du cours :
a) Utiliser le TMC
Ecrire la RFD sur la base polaire (ou sur celle de Frenet).
Sa projection sur la direction radiale (ou normale) améne aprés simplification v2 = KM/(R+ h).
Vo = 7920 m/s = 28500 km/h. To = 21(R+h)/vo = 1h 24 mn 37 s b) voir cours

Résolution détaillée :

a) Ecrivons le TMC pour S(m), dans le référentiel géocentrique. =0SAF=0
Lo —GMm— :
car la force de gravitation F' = ——, ¢, estradiale donc son moment en O est nul.
r

Le moment cinétique en O est donc constant.

—_— —_— —_—

Le vecteur position OS est a tout instant orthogonal au vecteur moment cinétique Lo = OS A my = cste.
Donc S évolue dans le plan orthogonal a ce vecteur, passant par O : le mouvement a lieu dans ce plan.

Le mouvement étant supposé circulaire, le vecteur-vitesse est a tout instant orthogonal au vecteur position.

—_— - — _—

Lo =mre, Av=mrve, etcommem =cste,r=R+h=csteet Lo =csfe, on aura nécessairement v = cste.

Le mouvement est donc uniforme (module de la vitesse invariant).

Pour déterminer ce module v, écrivons la RFD pour S(m), dans le référentiel géocentrique :

- —GMm— S e . - dv d(ve,) s —
F =———e =my oul'accélération s'exprime par : my =m—=m———==-mv0le,
r? dt dt
. - ‘/,2_>
avec @ =v/r quidonnedonc: my =-m—e,
r
GM

On tire donc de la RFD : v3/r = GMm/r?d'ou: v =

AN :v=v,=7,92.10> m/s.
R+h

La période orbitale s'obtient par : T = 2nt(R + h)/v
27(R+h)"

Jem

b) Orbite dans le plan équatorial, circulaire, de rayon r=R + h tel que T=1 js.

GM. j2\*/?
()

soit: T=T, = AN: T,=1h 24 mnen considérant h <<R.
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2. Sonde spatiale :
Une sonde spatiale de masse 200 kg a été placée sur une orbite circulaire d’altitude h = 300 km. Quelle
est I'énergie supplémentaire a lui communiquer pour que cette sonde puisse explorer le systeme
solaire, c’est a dire se libérer de I'attraction terrestre ? Quelle est alors sa vitesse dans le référentiel
géocentrique ? On donne K = 6,67.10!! u.s.i. constante universelle de gravitation et la masse de la Terre
M = 5,97.10%* kg. Rayon terrestre : 6370 km.

b. Cette vitesse a été communiquée dans une direction tangente a sa trajectoire circulaire autour de la
Terre. Est-ce que cette sonde pourra quitter le systeme solaire ? On donne le rayon orbital de la Terre
autour du Soleil a =1,5.10" m, et I'on connait la durée d’une année terrestre.

Réponse :

a. Ecrire la conservation de I'énergie, entre un état initial ol la sonde est en orbite circulaire d’altitude h et
un état final ol la sonde est infiniment éloignée de la Terre.

Em =Epterr + Ec OU Epterr €5t le terme d’énergie potentielle de gravitation terrestre.

D’aprés le cours: En = -KMm/2(R + h) a I'état initial. La libération de la gravitation terrestre suppose
d’atteindre un point infiniment éloigné de la Terre a une vitesse non nulle. Donc Er, > 0.

Donc il faut : AE > KMm/2(R + h). Cette énergie sera communiquée par un propulseur, sous forme d’énergie
cinétique, dans le référentiel géocentrique.

L’énergie cinétique est donc aprés propulsion Ec = Eqnit + AE avec Ecinit = mvi?/2 = GMm/2(R + h) donc aprés
propulsion avec E.=mv%/2 =GMm/(R + h) et donc dans le référentiel géocentrique :

_|2mM
VENMT Rin
AN : v;=1,09.10* m/s.

Dans le référentiel héliocentrique : vz = vr + vi. En étudiant le mouvement circulaire de la Terre autour du

Soleil : vy = /% =3,0.10* m/s.

La troisieme loi de Kepler donne accés a Ms :
GMs/(41%) = a3 / T? donne Ms = 41%.a3 / (G.T?).avec T = 1an = 365,25 x 86400 s.
vy =4,1.10* m/s.

La vitesse vs; nécessaire pour se libérer de I'attraction solaire, depuis I'orbite terrestre, dans le référentiel
héliocentrique, est :

2G Mg
a

U3 =

soit vs =4,2.10* m/s > v, (mais vz = v, ).
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3. Atome de Bohr:

—_— —_ ez —_
1°) Par la loi de Coulomb : /' = ———¢, F force centrale.
dre r?

Dans un référentiel Rg lié a la particule de centre O, supposé galiléen (cette particule a une masse beaucoup plus

—_—

—_— —

dL -
forte que le mobile de position M), le TMC donne : dO =OM AF =0
t

En effet le moment de la force de Coulomb par rapport a O est nul, puisqu'a tout instant cette force est
colinéaire a (OM).Le moment cinétique en O est donc constant.

s R — D

Le vecteur position OM est a tout instant orthogonal au vecteur moment cinétique Lo = OM A myv = cste.
Donc M évolue dans le plan orthogonal a ce vecteur, passant par O : le mouvement a lieu dans ce plan.

Le mouvement étant supposé circulaire, le vecteur-vitesse est a tout instant orthogonal au vecteur position.

_—

et comme m = cste, r = cste et Lo = cste, on aura nécessairement une vitesse de

—_— - —_—

Lo =mre, Av=mrve,

module v = cste. Le mouvement est donc uniforme (module de la vitesse invariant).

1 e?
2°) Energie mécanique : E=E.+Ep, = —my? ——
2 4dre,r

Déterminons le carré de la vitesse.

Pour cela, écrivons la RFD pour M(m), dans le référentiel centré sur le proton (supposé galiléen).

s -’ — - e , . . .
F=———e = my oul'accélération s'exprime, dans le cas de ce mouvement circulaire, par :
4re r?
- dv dve) e -
my=m—= mM =-mvl@e, avec @=v/r quidonnedonc: my =-m—e,
dt dt r
62
On tire donc de la RFD : v¥/r = ?/(m4neor?) soit finalement : v? =
mére,r
e2
On en déduit alors: E = ———— que I'on identifie a E = -K/n?.
8re, ¥
n2e?
Il vient donc une quantification du rayon des trajectoires envisageables : ¥ = ——— =n’q,
8re, K
2
ou a, = —— est le rayon de Bohr. AN : a, = 0,053 nm.
8e

o

Attention a convertir K=13,6 eV enJoule: K=13,6.1,6.10%°=2,18.10¢J.

= - = — mre — — — ma
Lo =mre. Av=mrve, = e.=nlLe avec L, =n 2

NJmére,r dre,
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Le moment orbital Lo est donc lui aussi quantifié par le nombre quantique principal n.

4. Expérience de Rutherford :

d. Déduire une relation entre v, le rayon rmin correspondant a la distance minimale d’approche et la vitesse Vmin
dans cette derniére situation et en tirer I'expression de rmin €n fonction des différents parametres du probleme.

Réponses :
- 2Ze* —
a). Par la loi de Coulomb : F'=——e, force centrale
4re, r?
A Po H
répulsive. S — SE—

Dans un référentiel Ro lié a la particule de centre O, supposé

galiléen (cette particule a une masse beaucoup plus forte que
le projectile de position P), le TMC donne

Lo _OPAF =0
dt

En effet le moment de la force de Coulomb par rapport a O est nul, puisqu'a tout instant cette force est
colinéaire a (OP).Le moment cinétique en O est donc constant.

_ B — _—

Le vecteur position OP est a tout instant orthogonal au vecteur moment cinétique Lo = OP Amv = cste.
Donc P évolue dans le plan orthogonal a ce vecteur, passant par O : le mouvement a lieu dans ce plan.

On calcule la valeur du moment cinétique a partir des conditions initiales :
Lo =0P(t=0) Amv(t =0)
soit en introduisant le point H, projeté orthogonal de O sur la droite support du vecteur vitesse initiale :

Lo :(071’+17>(r=0))Am§(z=0)=071'Am;(t=0)+6=mbv02;

b). Seule interaction, I'interaction coulombienne, qui dérive de E, = 2Ze?/(4mne,r). Donc mouvement conservatif.

_ 1 .5 . , . )« . L - . ,
Em = Epes(r) + Zmr® a partir de I'expression de I'énergie mécanique, en explicitant la vitesse en coordonnées
polaire et en introduisant la conservation du moment cinétique L = mr26. (voir cours).

c). voir cours. La valeur de b modifie celle de L = mbv,, déterminée par les conditions initiales (b, v,). Ceci influe
sur la courbe Epes(r) = L2/(2mr?) + 2Ze?/(4meor).

d) Auminimumder, 7 = 0. Donc Em = Epert(rm).
La conservation de I'énergie mécanique donne :

1 , (mbv,)?  2Zé*
—mv,* =
2 o

2
2mr, 41re, T
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qui se met sous la forme d’une équation du second degré sur rm.

La solution positive donne rn,.

1z | |z ? \ap?
Ty = =
o2\ mv,*re, || \mv,’re,

5. Vitesse d’un météore.
S’inspirer de la démarche suivie dans I'exercice précédent.
a. F=GMm/r2 force centrale, L = cste. (voir cours). L = mr3(d0/dt) = mbv,.

b. mouvement a force centrale, conservation du moment cinétique, vitesse maximale quand le rayon est
minimal. Du point de vue énergétique, méme conclusion car au rayon minimal I'énergie potentielle sera
minimale, donc I’énergie cinétique sera maximale.

C. rmin=1,2.10" m (= 2 rayons terrestres). L = mrm.v1 donne vi.

6. Mouvement d’un satellite terrestre :

1°) On assimile la Terre a une sphére de centre O, de rayon R = 6400 km et de masse M et la satellite a un point
matériel(S, m). On suppose le référentiel géocentrique galiléen. G = 6,67.10 u.s.i..

dL, — —
dt

Ecrivons le TMC pour S(m), dans le référentiel géocentrique.

- GMm

S e, est radiale donc son moment en O est nul.
p

car la force de gravitation F =

Le moment cinétique en O est donc constant.

R — R —

Le vecteur position OS est a tout instant orthogonal au vecteur moment cinétique Lo = OS A myv = cste.
Donc S évolue dans le plan orthogonal a ce vecteur, passant par O : le mouvement a lieu dans ce plan.

* __, .

Lo =mre, Anv=mr*@e, ; onadonc ¥*d =L/m=C oulCest la constante des aires.

2°) On affirme I’équation polaire de la trajectoire : ,(9) = 1 = P .
u(@ 1-e.cos(@-6,)

tracé : voir cours.
3°) Par I’équation polaire rmin = h + R=p/(1+e) et rmax=H+R=p/(1-e) ; ontirep=1,2.10°kmete =0,72.
4°) Utiliser la 3° loi de Kepler, avec a= 2R + h + H.

5°) AE = -GMmM/2rgs0 — GMm/2a
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7. Masse de la Terre :

a). Le module du champ de gravitation terrestre répond a G(r) = GM/r?, avec a la surface de la Terre : G(r =R) =
GM/R? = g valeur du champ de pesanteur. D’ou M = gR?/G.

b) Par I'étude du mouvement de la Lune : M = 472a3/kT2. D'ol m = 6,02.1024 kg.

8. Vitesses de périhélie et d'aphélie :

En utilisant I'équation polaire d'une ellipse on écrit les rayons des périhélie et aphélie :
ry=a(l+e)(rayon maximal) et rp = a(1-e) (rayon minimal).

Par la loi des aires, en notant  le module du moment cinétique, 6 = mr? @ = cste.

En les périhélie et aphélie, étant a des valeurs extrémales du rayon, la vitesse n'a pas de composante radiale
(dr/dt = 0), ce qui n'est pas le cas ailleurs sur I'ellipse.

La vitesse en ces points particulier est donc ortho-radiale, c'est a dire orthogonale au vecteur position.
Onadonc: 6/m=va.rg=vp.rp=C

L C C
cequiamene: v, = et v, =——
p p

l-e 1+e

Par ailleurs, la loi des aires impose : C = 2(dS/dt) ou dS/dt est la vitesse aréolaire, invariante.
dS/dt = S/T = 2(nab)/T ol S est la surface de I'ellipse et T la période de révolution de la terre dans son orbite
autour du soleil.

Les valeurs a,b et e caractérisant I'ellipse sont liées par : b = a+v1—¢e?

2
Le grand axe de l'orbite est 2a, avec: 2a = P + P _ <P

l—e l+e l—e?

donc : p=a(l-e?).

. _ . 2ma |1-e 2ma [1+e
En rassemblant ces informations on explicite: v, = —— [ —— ety =—— |—

T \l+e P \l—-e

A.N.: vy =29,4.10° m/s et Vp = 30,4.10° m/s.

9. Durée d’une saison :

La Terre suit une orbite légerement elliptique autour du
Soleil, d’excentricité e = 0,0167. Sa vitesse de périhélie
vaut v, = 30,4.10> m.s? et le paramétre p de sa
trajectoire vaut p = 1,49.10'! m.
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La trajectoire de la Terre autour du Soleil répond a: r = P ol p et e sont donnés.
1+e.cosé
\ o o ,do
Le mouvement est a force centrale : il suit la loi des aires et donc: 720 =r 7 =C.
t

0 ,
r
Cette relation établit un lien entre temps et angle polaire, que I'on peut intégrer selon : At = J.Edé’
4

La valeur de C est déterminée par les conditions initiales. Connaissant les conditions du mouvement a un instant
donné, C est définitivement déterminée. C'est le cas au niveau du périhélie.

[0M A my|

Il vient: C = =r,v,= 4,46.10"°> m2s™,

m

o 0, )
Il reste a intégrer: At = Jr—dﬁz Iip—dﬁ
5 C 5 C (1+e.cosf)?

La valeur du produit e.cosB est comprise entre —e et + e avec e << 1. En utilisant un D.L.1, on obtient :

021 p* 0 . 10
At ~ fg Epz(l — 2e.c0s0)dl = ?([Q]Qi - Ze[SlTl@]ei)

1

AN : Dans I’hémisphére Nord, I’hiver correspond a une évolution entre 8 = 0 et 8 = /2. Athiver = 7,66.10° s

L’été correspond a une évolution entre 8 = w et 8 = 31/2. Atse = 7,99.10°% s

10. Energie sur une orbite elliptique ; retour d'un satellite :

GMm

r

(1)

1
1°) Ecrivons |'expression de I'énergie mécanique du satellite : £ = Emv2 —

. R . >

avec en coordonnées polaires: v=re, +rfe,

La conservation du moment cinétique se traduit par la constante des aires : C=r?f = cste.
2

.2 mr24.9 _GMm_l 2 mC? GMm

Dolu: E=—mr + —mr + —
2 2 r 2 2r? r
. . o _ * dr
Les valeurs r, et rp étant des valeurs extrémales de r, elle correspondant a I'annulation de » = d_
t
mC?* GMm
Elles sont donc solution de I'équation : £ = > -
r r

qui s'écrit sous la forme d'une équation du second degré enr: Er?+ GMmr—mC?/2=0
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. -GMm |, | —GMm
La somme des solutions est r, + r, = 2a = T dou: E= 2—
a

(2)

En s’appuyant sur I'expression du champ de gravitation en fonction de la distance r au centre de la Terre, on

aura:
- 80.41 R? = -47GM dont on déduit: GM =g,.R? (3)
R*m 1 R*m
En utilisant (1), (2) et (3), on écrit : - PR —mv? _E,tM
2a 2 r

soit finalement : v? = goRz(g - lj
roa

2°) Le satellite est initialement situé sur une orbite circulaire de rayon ry ; déterminons sa vitesse vog.

On a alors a =r et donc par la relation précédente: v, =

Le satellite va subir une variation de vitesse de vi a Vo, au niveau du point A, pour le placer sur I'orbite de retour
(AB).

A son passage par un point A de I'orbite circulaire de rayon r,, on exerce sur le

satellite dans la direction de son vecteur vitesse et de facon quasi instantanée

une force qui le ralentit (rétro-fusées) le plagant sur I'orbite de retour. ;
Le demi grand axe a; de cette orbite est reli¢ a ses caractéristiques

géomeétriques.

JOTEEE TS ~——

AupointA:r=ra=ro=L
l-e

w..

AupointB: 6=n/2, r=r(0=7/2)=p=R
R
Onendéduit: 1—-e=R/r, etdonc e=1——
rU
2
Comme: 2a; = P + P _ <P donc : p=ai(1-¢€?)
l-e 14+e 1-¢2
r
Connaissantp=Rete,ontire: aq, = e
R
2=
p

o

En exploitant la relation construite en 1°) on obtient alors la vitesse en A sur cette orbite: v, =

La variation d'énergie qu'il faut faire subir au satellite en A pour assurer son retour dans ces conditions sera :

2

o o

2
AE = AE, =lm(v12—v02)=lmg0£{£—lJ
2 r\r

11. Rentrée d’un satellite dans I’atmospheére :

3

1°) La troisieme loi de Kepler donne: — =
2 47[2

on trouve R = 6660 km et donc H=R — R, = 260 km.

avecT=1h30=5400s;
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2°) a) Le TMC s’écrit pour le satellite, dans le référentiel géocentrique :
dL — GM — - — - k -
—=ru N ——u, —kv |=—kru nv=——1L
dt ' rz ' m

b) Le moment cinétique conserve donc toujours la méme direction, puisque sa variation est colinéaire a lui-

méme. Comme L =ru Amv=0OM Amv, le vecteur position reste orthogonal a la direction du moment

cinétique et donc le mobile M évolue dans le plan orthogonal a L passant par le centre d’attraction O.

c) En projetant le TMC sur I'axe qui porte Z , et en intégrant par rapport au temps, on tire :
—kt

L(t)= L(O).exp(—j.
m

On a une décroissante exponentielle caractérisée par une constante de temps T = m/k.
Si le frottement est suffisamment faible, donc si t est grand, le DL1 de L(t) donne : L(t) = L(0)(1 —t/t) (1)

d) Si la trajectoire est quasi-circulaire, on a par approximation :
L=ru, nmv=mrvu avecL(0)=mroV,.

L’équation (1) donne alors : rv = rovo.(1 — t/7) (2)

Il nous faut établir une autre relation entre vitesse et rayon.

En écrivant la RFD, dans I'approximation consistant a considérer la trajectoire comme quasi-circulaire, on a en
projection sur la direction radiale : mv?/r = GMm/r?

donc rv? = GM = cste.

Il vient donc: rvZ =r,.vo?% (3)

En élevant cette équation au carré et en la divisant par I’équation (2), on tire finalement : r = r,.(1 -2 t/1).
Il est aussi possible d’écrire directement I'expression de la vitesse en orbite circulaire : v = /GM /r, puis en
restant sur le modéle de I'orbite quasi-circulaire d’expliciter L = m.r.v=m.r,/GM /r = m.NGM.r . |l vient donc

r(t) = L2/(m2GM) qui mene avec L = L(0)(1 —t/t) au méme résultat au premier ordre : r = r,.(1 -2 t/1).

e) Sur une période, Ar = -2r,.T/t, ce qui améne : T = 22000h = 2,5 ans.
Ceci justifie bien a posteriori les approximations faites sur la quasi-circularité de |'orbite.

f) Comme r.v =ro.Vo(1l—1t/1) et r=r,(1- 2t/1), on tire, en faisant le rapport des deux équations et par un DL1
ent/t : v=vo(l +t/7)
Du fait des frottements, la vitesse va augmenter, car par ailleurs I'altitude va décroitre.

En se référant aux expressions des énergies (écrite par approximation pour un mouvement circulaire) :
Ec = GMm/2r (car par la RFD v?/r = GM/r?) ; E,=-GMm/r et E=-GMm/2r.

On a donc E = -Ec, donc les frottements qui aménent une variation de I'énergie mécanique dE < 0, entraine une
variation dE. > 0, mais aussi une variation d’énergie potentielle dEp = -2.dE. > 0.

La variation de E avec le temps s’obtient (au premier ordre en t/t) en introduisant r = ro(1- 2t/t) dans
I’expression de I’énergie mécanique et en faisant un DL1.



Sup PCSI1 - Exercices de physique Mouvement dans un champ de force centrale conservatif (CORRIGES)

2r T

o

. ) —GMm 2t
Il vient finalement: E= ——| 1+ —

—GMm ( 2At
Sur un tour, donc pour At=T, onaura AE = — —

j =-4260 kJ.
2r,

T

g) L'énergie dissipée par frottement se dissipe par transfert thermique sur le nez de la navette spatiale ou du
module de retour, ce qui amene un échauffement des tuiles de protection en céramique.

Le bilan sur la durée d’un tour est : AE + mcAT = 0 d’ol une élévation de température AT = 40 °C. Le calcul
néglige cependant la dissipation d’énergie par convection et rayonnement, donc exagére la valeur de AT.

12. Lancement raté d'un satellite.

1°) par la RFD : Vg = (GM/rg)1/2,

p = C*/GM (par la 2° formule de Binet) soit comme C = / m = rgVocosa, p = rocos?a.

2°) Calculer E vues les conditions initiales. On déduita =r, d’oli e = |sina|.

autre méthode : En dérivant I'équation polaire par rapport au temps, et compte tenu des conditions initiales et
de C =120 : e.sinbg/p = -tana/rg . Par ailleurs I'équation polaire donne : e.cosfg = (1/p) - (1/ro) = tan?a/rg. D'oll
e=|sina |.

En utilisant I'équation polaire de I'ellipse : r3 = p/(1 - €) et rp = p/(1 + e). C = ra.va = rpVp = roVo.cosa d’oul va et vp.

3°) 3° Loi de Kepler. T et T, identiques. T = 8,61.10%s

10



