Sup PCSI1 - Exercices de physique CORRIGES Approche énergétique du mouvement d’un point matériel

Approche énergétigue du mouvement d’un point matériel (Corrigé).

1. Lancer de chariot :

M Zy
a) Travail du poids: W, = jmgOdl:I —mg.dz avec za = 0 et zy =
A

Z4

x.sina; donc Wyeigs = -mgx.sina

Travail du frottement: W, ,

M R]

= I—f.NEOEzj —f.Ndx ou N est le
4 X4

module du terme de réaction normal au support.

En écrivant la RFD et en la projetant sur la direction orthogonale a (Ox), on tire aisément : N = mg.cosa.

Donc : Wit = -fmg.cosa.x
globalement :W = -mg.x.sina-fmg.coso.x ;

Lorsque l'altitude maximale est atteinte, la vitesse s’annule (toute I'énergie cinétique initiale aura été
consommeée par frottement ou accumulée sous forme d’énergie potentielle de pesanteur).

I suffit d’écrire le TEC entre I’état initial (z = 0, v = vo) et I'état final (z = Zmax, V=0) .
Ontirealors: -mve?/2 = -mg.Xmax.SiN0-fME.COSOL.Xmax aAVeC Zmax = Xmax.SinNQL
d’oli : zZmax = (sinovo?/2)/(g(sina+f.cosal).

b) La variation de I'énergie mécanique E = E. + E, correspond au travail des forces non conservatives. Ici E, =
mgz est I'énergie potentielle de pesanteur, et la force non conservative est la force de frottement solide.

AE = -fmg.cosot.Xmax aveC Zmax = XmaxSiNQL.
et pour les valeurs d’énergie mécanique : Einitial = MVo?/2 €t Efinal = MEZmax

d’oli : zmax = (sino.vo?/2)/(g(sina+f.cosa).

2. Montagnes russes :
a) Géométriquement : h = L.sina. Parle TEC: AEc = W, avec AE. = mv,%/2 et W = mgh (seul le poids travaille).
Il vient : vo = (2gLsina)¥?;

b) énergie mécanique en D : 30 % de I'énergie est perdue entre B et C; de C a D, une partie de |'énergie
mécanique va étre emmagasinée sous forme d’énergie potentielle de pesanteur, selon la quantité mgAh. D’ol
I’énergie cinétique du véhicule en D :Ecp = 0,7(mvo%/2)-mgAh ;

c) Cette énergie doit étre consommée par le seul travail de frottement, avec ici une force de frottement de
module constant s’opposant au mouvement sur une distance d : AE=W ou W =-F.d et AE = E¢c- Ecp donc Ep =
F.d.
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3. Lelooping:
(Particule parcourant une boucle circulaire)

Ecrivons la conservation de I'énergie mécanique (pas
de force non conservative dans le probléme), entre le

point de départ et une position M, repérée par I'angle
0, située sur le cercle de rayon R.

Au pointde départ:v=0;z=h
en M(B) : v=v(B); z=a(l-cosb)
d’ou E=mgh=mv?*0)/2 + mga(l—-cosB) etdonc v*0)=2gh-2ga(l— cosb)
Le fait que la particule va rester en contact avec le support correspond a ce que la réaction N, normale au
support, ne s’annule pas durant le mouvement sur le cercle. Cette réaction étant orthogonale au déplacement
de la particule, il ne faut pas espérer tirer des informations la concernant a partir de considérations
énergétiques : elle ne travaille pas.
La RFD donne acces a la réaction N du support. Ecrivons sa projection sur la direction normale au support,
c'est-a-dire radiale dans la partie circulaire de la trajectoire :
N — mg.cos® = mv?(8)/a
ol v%(0)/a est I'accélération normale de la particule dans le mouvement circulaire (voir feuille cinématique).
Il vient : N = 2mgh + 3mga — 2ga.cosf
N ne doit pas s’annuler méme dans la situation la plus défavorable, c'est-a-dire en 6 = m.
D’ou la condition : N = 2mgh + 3mga — 2ga.cost >0 dont on tire h > h,,;,, = 5a/2
4, Energie de recul.
1°) La quantité de mouvement de I'ensemble {canon, obus} est initialement nulle (avant le tir).
La conservation d e sa valeur améne : -M.vc +m.vo =0
donc: vc=(Mm/M).vo

Ec = mv3/2 et Eco = mvo?/2
d’ol le rapport de I'énergie cinétique de I'obus a I’énergie cinétique du canon : Ecg/Ec=M /m

2°) a) Ecrire la conservation de I’énergie mécanique.

Etat initial : ressort non comprimé, vitesse du canon : v,
Etat final : ressort comprimé, avec Ax = d ; vitesse du canon nulle.
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E=mv?/2 =kAx?/2 avec Ax =d pour k= knd'ol kn=m?vy?/Md? .

b) Le systéme n’est plus conservatif.
L’énergie mécanique va subir une variation correspondant a la perte énergétique -o : AE = -®.

Le bilan énergétique s’écrit maintenant : AE = - ® = knd’?/2 - mv2/2  soit: - @ = kmd'%/2 - kmd?/2

20
ire : d'=d |1-
dont on tire : k-

5. Toboggan aquatique (Chute hélicoidale sans frottements) :
TEC : AE. = W ou seul le poids travaille (réaction du support sans frottements).

En écrivant le TEC entre I'état initial (z = H, v = 0) et un des états au cours du mouvement (z =-h6 + H, v), on
obtient : AEc = mv?/2 et W = mgh.(H—H + h.0)

o2

L] 2 L] 2
En coordonnées cylindro-polaires : v = aé’g —hOk ; dou V2= (a 9) +(h 9) =0 (a2+h2)
la relation demandée est donc :
do 2gh
= = Vo
dt a’+ h? Ve

en retenant la solution de d®/dt > 0 puisque 0 est croissant.

On explicite :
a’+ h? do
dt = —
2gh o
d’ol par intégration :
At_fz’f a’+h? dd  |a’+h? 2 9]271
A 2gh Vo | 2gh 0

7 (a®+h?)
gh
Le nombre de tour est déterminé par 6 tel que z=H—h8 =0 soit un nombre n = (H/h)/2m.

soit finalement: Ar=2 pour un tour.
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6. Pendule a ressort :
1°) Les actions exercées sur M(m) sont son poids, la réaction du cerceau, radiale (normale au support, pas de
frottement) et la force de rappel élastique, dirigée selon (MA).

La résultante de ces forces doit étre nulle a I'équilibre.

En projection sur la direction orthoradiale :
Fo = -mg.sinO + k.MA.sin(6/2) avec MA = 2acos(6/2)

(Lintérét de cette expression par projection est que la réaction du support n’y

intervient pas).
L’équation d’équilibre s’écrit donc: Fg=0=(ka—mg).sin®
On en déduit deux positions d’équilibre répondanta sin6=0: 6=0 et O6=x

Le cas particulier ou les paramétres k, a, met g sont tels que ka = mg ameéne alors a un systeme en équilibre
indifférent pour toute valeur de 6.

Pour discuter de la stabilité, différentions I'expression de Fs.  dFg = (ka —mg).cosb.d6
(6 est la seule variable)

L’équilibre sera instable si dFg et d6 sont de mémes signes (et inversement).
Si ka > mg, I'équilibre est donc instable pour 8 =0 et stable pour8 =7 ;
Si ka < mg, I'équilibre est donc instable pour 8 = 7 et stable pour 8=0;

2°) L'énergie potentielle fait intervenir un terme de pesanteur et un terme de rappel élastique.
U =mgz + kAI?/2 soit donc : U = (ka — mg)a.cos0 +ka%. (a une constante pres).

Le tracé de U(B) est d’allure sinusoidale, présentant un maximum pour 6 =0 et un minimum pour 6 = 7w si ka >
mg et au contraire maximum pour 6 =t et un minimum pour 8 =0 si ka<mg.

La recherche analytique des positions d’équilibre peut aussi se faire par le calcul : on détermine les valeurs de
0 pour lesquelles : dU/dB =0

Résultats cohérents avec le 1°).

3°) Notons H la hauteur de la porte basculante. G est forcément a mi-
distance de A et B. Cela revient a considérer G comme le barycentre des
deux points A et B dotés de la méme pondération.

A évolue sur I'axe horizontal (liaison glissiere) B sur I'axe vertical (liaison
glissiére), des liaisons pivot au niveau de A et B permettent le mouvement

de I'ensemble. On note O l'intersection des axes horizontaux et verticaux
passant respectivement par A et B.

Soit a, I'angle (OAB). xa=-H.cosa;ya=0 et xg=0ypg=-H.sina.

X6 = (Xa + Xg)/2 =-H.cosa/2 et vyg=-H.sina /2.
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Xe® + Ya? = H%/4 : G parcourt un arc de cercle de centre O et de rayon H/2. Un ressort de rappel permet de
maintenir la porte en équilibre quelle que soit sa position.

Le systeme est congu pour que la porte puisse étre en équilibre indifférent, c’est donc le cas représenté par la
relation k = mg dans le modeéle précédent qui conviendra : alors U = cste donc dU/d6 = 0 en toutes positions.

4°) Le systéme est conservatif. Ecrivons la conservation de son énergie mécanique : E = cste = U + mv?/2
avec ici, le mouvement étant circulaire : v? = a%(d6/dt)?
En dérivant par rapport au temps I’équation de conservation de I’énergie mécanique, il vient :

21200+ (1-a)gasine.o="E =
2 d

soit apres simplifications : 5+(1—a)§sin9 =0;
a

Si le pendule est Iégérement écarté d’une position d’équilibre stable, il va osciller autour de cette position, en
gardant des valeurs de 6 faiblement écartées de cette valeur d’équilibre.

Si 6 = 0 est position d’équilibre, on aura 8(t) = 0 sur I'ensemble du mouvement, ce qui permet de linéariser
I’équation différentielle du mouvement en écrivant : sinf = 6.

Il vient : 5+(1—a)§9: 0 équation d’un oscillateur harmonique de période : T = ITO avec T = 2;;\/£
a -a g

4 Ep(r)

7. Vibrations dans une molécule diatomique :

+6a —12b

+—
7 13
r r

1°) F(r) =-dEp/dr donne: F(r)=

v

2°) F(r) =0 conduit a: req = (2b/a)1/6.

Equilibre stable : r = rsq correspond a dEp/dr =0, et sur le graphe on
constate que cet extrémum est une position de minimum de la fonction Ep(r).

On peut vérifier par le calcul :

2 —
(d Epj :i(—F(r)) :6><7a+ 12><13b>0

d’,.2 d},. r=ry, réqS réq14
d*Ep —6x7a 12x13b -7| 6a 12b 12x 6b
En effet : = e+ T = | 7w |t
dr2 r=ry, réq réq réq ]%q réq ]%q
d’E 12x6b
or 6—%—% =(0d’apres le 2°). Comme b >0, on aura bien ( pj ZLM>O
r, , ar? ) _. T
eq eq I=ry, é

3°) On se place dans un référentiel centré sur I'atome de masse la plus grande. Cet atome étant supposé rester
inerte, le référentiel sera galiléen. Le systeme étudié est I'atome de masse m, faible.
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La conservation de I’énergie mécanique s’écrira : E =cste =Ep + mv%/2 ou V> =r?
1 .
donc: E :Emr2+Ep(r)

On peut faire un DL2 de Ep(r) en req:

l(dZEpj (V—’”éq)Z:Ep(’”éq)+361€(r_ré‘7)2
r=ry, £

E, ~Ep(r, )+—
p(r)=~ Ep(r,) e 5

puis dériver I’équation de conservation de I'énergie mécanique E par rapport au temps :

o oo 72b .
mrr+-—; (r—réq)rzo
.y . . . o o *  T2b
On tire I’équation différentielle linéaire du 2° ordre surr: r+—14(r—réq) =0
mr;
q

Oscillations harmoniques autour de req & pulsation wo = v72b/m.(2b/a)”"*

On peut aussi procéder dans l'ordre inverse, c'est-a-dire dériver d’abord I’équation de conservation de
I’énergie mécanique par rapport au temps :

dE *e dEp(r)"

—=0:mrr+ﬂr

dt dr

puis utiliser un développement limiter au premier ordre de

dE, dE d*E 72b
i =[] ] e

dEp(r)
-

ce qui méne aux mémes résultats .

8. Exemple d'oscillateur non linéaire : le pendule simple :

a. z=z=BH=B0O +0H =1-Icosf °
la vitesse de M est v = 1.dB/dt B
L'écriture de I'intégrale premiere de I'énergie donne : 0 0 M
- 7
E:%mlzé2+mgl(l—cosé’) [T

b. La dérivation de cette équation par rapport au temps méne a I'équation du mouvement

0+ %sin@ =0 équation différentielle NON LINEAIRE.

Le pendule simple est donc un oscillateur non linéaire.
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c. Son portrait de phase, c'est a dire la représentation 6 = f(€) est obtenue a partir de l'intégrale

premiere de I'énergie, que I'on peut écrire sous la forme :
o2
e=0 +2m,*(1-cosf) avec wg®=g/lete=2E/ml?

Ontirealors: @ = J_r\/e—Za)a (1-cos0)
Cette équation correspond pour diverses valeurs de e, donc de I'énergie mécanique E du systéme, a une

trajectoire de phase donnée dans le plan de phase (4, 8).
d. Remarquons que |'approximation des petits mouvements conduit a : sin@ =~ 6, donc a une équation

différentielle du mouvement linéaire de forme : 6+w,20=0 correspondant a un oscillateur

harmonique.
Du point de vue énergétique, cette approximation revient en effet a un DL2 au voisinage de 0 sur I'énergie

2 2(E 0
potentielle amenant, comme cosO=1-60%/2: 9 = 7(—1 _gTJ
m

.2
Soit 9 + %9 2 = 2TE équation d’une ellipse droite
m 2

dans le systéme de coordonnées {x = 0 ; y = do/dt}
2

O g 2E
2

w mgl

o

soit avec w2 = g/l : équation d’un cercle. L'intérét du changement d’échelle sur les

ordonnées amenant y = (d8/dt)/w, est que la linéarisation du comportement du pendule se traduit alors
par une trajectoire de phase exactement circulaire, ce qui est graphiquement plus aisé a visualiser.

9. Oscillateur électrostatique.

F«=qQ/(4meox?) avec Fdx=-dE, ameéne E, = qQ/(4meox).

Soit une énergie potentielle totale : E, = qQ/(4meox) + kx?/2 = K/x + kx?/2.
On résout dEgot /dx = 0 ce qui conduit a x3= K/k. d’ou Xe.

On peut vérifier que x. est une position d’équilibre stable en calculant d?Egt/dx? dont la valeur en x. est
d?Eptot/dx = 3k ; elle est donc positive.

Systéme conservatif, pour lequel on écrit I’énergie mécanique : E = Epiort Ec avec une vitesse v = dx/dt.

En restant au voisinage de I'équilibre, on remplace Ep:ot par son expression selon un DL2 au voisinage de
Xe,qQui se réduit a Epor = (3k/2)(X — Xe)?

En dérivant I’équation de conservation de I’énergie mécanique, on aboutit a I'équation du mouvement au
voisinage de X :

d?x/dt? + (3k/m)(x —xe) =0

Oscillations harmoniques de pulsation w, telle que wo? = 3k/m.



